
 

 

 www.0et1.com  ذ ا�����     ا���ل و ا������ت
 

  ا���ل دا�� �� ����
  

 : ���ه��
f ��  .0xدا�� %$د�� �#��� ��  �"�ل �! �ح ��آ

)�,�وي  �����0x ��إذا و��* إذا آ��) �'$ا��   �0x�f �� �'ا�$ا�� )0f x.  

)وه-ا �#��   ) ( )
0

0lim
x x

f x f x
→

=  ⇔  f   �� �'� �0x  

 %'2 ا�$وال ا�1 �'� تا�1#'�0 )1
 ���ه�� - أ

f وg  �� 50 '� � 50 0دا�x . 560و�λ �0�0�7 دا$%.  

���$� :   
� f g+   و.f g   وfλ �� �'� � 0دوالx. 

)إذا آ�ن  � ) 0g x �9ن  ≠
1

g
و 

f

g
 .�0x �' �ن �� 

  : � 0"� - ب
9�1ن ا�$ا� 0x  50دوال � �'� �� nfو ... و  2fو 1fآ��) إذا  2 ... nf f f+ + 1و   + 2 ... nf f f× ×   .�0x �' �ن �� ×

   : ���ه�� - ج
 .�ℝ �'� �� آ= ���� �5 ود��ا�>$ا�$ا��  �
� ��!��#� � .ا�$ا�� ا�"-ر�� � �'� �� آ= ���� �07 5
   : ���ه�� -  د

)� �'� �� دا��  gو  �0x�f  �� �'إذا آ��) )0f x  9ن ا�$ا���gof �� �'� � 0x.  

   : � 0"� -هــ

)�9ن ا�$ا��  0xدا�� � �'� �� fإذا آ��) )x f x→  �� �'� �0x.  

  
 ا������ت%'2  ا�#1'�0ت )2

 : ���ه�� - أ
56 �f وg  �� ����� �1��� =6� 50 0دا�x  560و�λ �0�0�7 دا$%.  

���$� :   
� f g+   و.f g   وfλ ��� �� ����� �A0أ�x .���$و� : 

( )( ) ( ) ( )
0 0 0

lim lim lim
x x x x x x

f g x f x g x
→ → →

+ = +  

     ( )( ) ( ) ( )
0 0 0

lim . lim . lim
x x x x x x

f g x f x g x
→ → →

=  

       ( )( ) ( )
0 0

lim lim
x x x x

f x f xλ λ
→ →

=  

 : �0B ��#$�� �9ن gإذا آ��) ����� �

( ) ( )0

0

1 1
lim

limx x
x x

g x g x→
→

و          =
( )
( )

( )
( )

0

0

0

lim
lim

lim
x x

x x
x x

f xf x

g x g x
→

→
→

=  

  
 : �����ت دوال ��0C'C - ب

����    
0

sin
lim 1
x

x

x→
=        ����  

0

sin
lim 1
x

ax

ax→
=  

����    
0

tan
lim 1
x

x

x→
=        ����  20

1 cos
lim 1

2

x

x

x→

− =  

  :��آE0 دا�� � �'� ودا�� ���= �����   -Dـ



 

 

  )���ه��(
)���= ا������ 9�gofن ا�$ا�� �l �'� �� دا��  gو l  ��0x���= �����  �دا� fإذا آ��) )g l  ��0x.  

 : )���ه��(����ت وا� ��E0 ا�� -  د
fوآ�ن �$���  g  �� �����0xو fإذا آ�ن �$ا� 50 � g≤ �� : �9ن ��0x �"�ل ���* �! �ح ��آ

( ) ( )
0 0

lim lim
x x x x

f x g x
→ →

≤ 

hإذا آ�ن �$���  � f g≤ ≤  ��)و   ��0x �"�ل ���* �! �ح ��آ ) ( )
0 0

lim lim
x x x x

h x g x l
→ →

= = 

  .G!� =��� l  ��0x ا������ 9�fن

 
  .ا���ل %'2 ا�0,�ر –5 %'2 ا�010 ���لا

  .ا������ %'2 ا�0,�ر –ا������ %'2 ا�5010 
1(  
  : �0I�Jت -

)%'2 ا�5010 إذا و��* إذا آ�ن     �0x�f  �� �'ا�$ا�� � ) ( )
0

0

0lim
x x
x x

f x f x
→

=
≻

 

)%'2 ا�0,�ر إذا و��* إذا آ�ن     �0x�f  �� �'ا�$ا�� � ) ( )
0

0

0lim
x x
x x

f x f x
→

=
≺

 

 : ���ه��
  .%'2 ا�0,�ر 0x%'2 ا�5010 و� �'� ��  �0x �'� �� إذا و��* إذا آ��)   �0x�f  �� �'ا�$ا��

  
 ا���ل %'2 �"�ل )2

 : �#��K - أ
[� �'� %'2 ا�1"�ل  fا�$ا�� � [,a b  5� ���� ='� �� آ�إذا آ��) � ] [,a b. 

]� �'� %'2 ا�1"�ل fا�$ا�� � ],a b  2'% �'� � (إذا آ��] [,a b  �� �'� و�a  �� �'� 2 ا�5010 و�'%b  2'%

 .ا�0,�ر
 : �'>��L - ب

]�$ا�� � �'� %'2 ا�1"�ل  ا� 0C1= ا����0�1 ],a b  �1ه ����M =� � 2�<�� س�� �ه( )( ),A a f a    و( )( ),B b f b.  
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�����f  �����g   �����f g+  

l  'l  'l l+  
l  +∞  +∞  
l  −∞  −∞  

+∞  +∞  +∞  
−∞  −∞  −∞  
  �0B =6O �>$د  ∞−  ∞+
  �0B =6O �>$د  ∞+  ∞−

�����f  �����g   �����.f g  

l  'l  . 'l l  
0l ≺  +∞  −∞  
0l ≺  −∞  +∞  
0l   �0B =6O �>$د  ∞+  =
0l ≻  +∞  +∞  
0l ≻  −∞  −∞  

+∞  −∞  −∞  
−∞  −∞  +∞  

  : ����� ا�1"1�ع*    : ����� ا�"$اء*  

( )f a  
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  ����� 
�Jرج 
  : دا� 50
�����

f

g
  

   :  �T �5 ا���1ه��ت ا�,��S ��S% ��ر�,�
1

.
f

f
g g

=  

  
 ����� دا�� D-ر�� –����� دا�� 7$ود��  - أ

560�n  5� ا���%*
ℕ .���$� :   

� lim n

x
x

→+∞
= و         ∞+

1
lim lim 0n

nx x
x

x
−

→+∞ →+∞
= = 

�                   lim n

x
x

→−∞
=  .زوn �0Dإذا آ�ن       ∞+

                        lim n

x
x

→−∞
=   .��د�� nإذا آ�ن       ∞−

� 
1

lim lim 0n
nx x

x
x

−

→−∞ →−∞
= = 

 .ه� ����� 7$ه� اW%'2 در�D) ∞−أو( ∞+إ�V� ��x  2ول ����� دا�� 7$ود�� %�$ �
 .�Jرج 7$��� اW%'2 در�Dه� ����� ) ∞−أو( ∞+إ������x  2 دا�� D-ر�� %�$�� �Vول  �
  
  ����� دا�� D-ر�� –����� دا�� 7$ود��   -Dـ
 

  : ���ه��

)g  X0<Sو fا�$ا� 50 �# �� ) ( )f x g x≤  x I∀ ∈ X07 :  ] [0 0,I x a x a= − 0aو       + ≻.  

)     إذا آ�ن*   )
0

lim
x x

f x
→

= )�9ن      ∞+ )
0

lim
x x

g x
→

= +∞  

)إذا آ�ن      *  )
0

lim
x x

g x
→

= )�9ن       ∞− )
0

lim
x x

f x
→

= −∞  

 ا�$ا�� ا��0,6#
  

  I�رة ��#� S$ا�� � �'�
 :���ه��  )1

]I�رة ��#� ],a b 2'% �'� � ا��$S[ ],a b  �#�� �Aه� أ�[ ],m M.  

  
  
  
  
  
  

    

�����f  �����λ   �����fλ  

+∞  0λ ≺  −∞  

+∞  0λ ≻  +∞  

−∞  0λ ≺  +∞  

−∞  0λ ≻  −∞  

�����f   �����
1

f
  

−∞  0  
+∞  0  

0  
)إذا آ�ن ∞+  ���� ) 0f x ≻   

)إذا آ�ن ∞− ���� ) 0f x ≺  

  :  D$اء دا�� �� %$د ��0�7 �����*  
560�λ �0�0�7 دا$%.  

  : ��'�ب دا�� �����*  

( )f b

( )f Mβ =  

( )f mα =

( )f a  



 

 

  
  

       b       β             α       a    
 :�0I�Jت  )2

]دا�� � �'� %'f 2إذا آ��)*   ],a b دان �0�0�7ن$% $D�� [�9�α وβ5 ا�1"�ل�[ ],a b ن�6� X0<Sf0��1O5� �[ ],a b       

  �<�( ) ( ),f fα β    

( )f α و( )f β '$ا��� ����وا���10 ا�� ���ا�� ا���10 ا�$��ه�1 %'2 ا� f 2 ا�1"�ل'%[ ],a b.  

]دا�� � �'� %'�f 2)إذا آ�*   ],a b 2'% �#�� ��$%���و[ ],a b  

)�9ن   ) ( )f f aα )و = ) ( )f f bβ ]أ�� إذا آ��) ������0 ��#� %'2 = ],a b  

)�9ن  ) ( )f f bα )و    = ) ( )f f aβ =.  

  
  ا�$ا�� ا�#�0,6 �$ا�� � �'� ور���0 ��#� %'2 ��#�

 :���ه��   -أ )1
]%'�2 �'� ور���0 ��#� دا��  fإذا آ��) ],a b 9ن� :   

• f   �0,6% 1���= دا��f ] �#��� %'2 ا�1"�ل    − ]( ),f a b.  

1fا�$ا��  • − 2'% �'� �[ ]( ),f a b 2 �\�0ات ا�$ا��<�� G!� و���f.  

)1f ]%'2 ا�1"�ل f�,21 ا�$ا�� ا�#�0,6 �'$ا�� − ],a b .(  

  : ���ه��   -ب
]دا�� � �'� ور�f 2'% �#�� ��0إذا آ��) ],a b 0'50 ا�500��0�1 �� �#'[ � #��$ ��1^[ �'$ا��C1 9ن ا��f  ��1 ا�#�0,6 و�$ا�f − 

  .� �1`_ن �1'� ��,���S�K اWول �'#1'[
  : ��a0b ا���1ه�� ا�,�D-  ��Sـ

560�I 5� �"�ℝ �0 �>$ودB ودا أو$<�.  
   : �9ن I'2دا�� � �'� ور�f % �#�� ��0إذا آ��)

• ( )f I 5� ل�"�ℝ وf 5� =S���I �<�( )f I. 

1fا�$ا��  • − 2'% �'� �( )f I 2 �\�0ات<�� G!� و���f. 

)�>$�$ ا�1"�ل -  د )f I :  

]إذا آ�ن *   [,I a b= (وآ��f 2'% �#�� ��$%���و �'� �I   

)  : �9ن ) ( ) ( ), lim
x b
x b

f I f a f x
→

 
=  
  ≺

  

]إذا آ�ن *   [,I a b= (وآ��f 2'% �#�� �0�����و �'� �I   

)  : �9ن ) ( ) ( )lim ,
x b
x b

f I f x f a
→

 
=  
  ≺

  

  
]إذا آ�ن *   [,I a=    I%'�2 �'� و���%$�� ��#�  fوآ��) ∞+

)  : �9ن ) ( ) ( ), lim
x

f I f a f x
→+∞

 =
 

  

]إذا آ�ن *   [,I a=    �I �'� و�����f 2'% �#�� �0وآ��) ∞+

)  : �9ن ) ( ) ( )lim ,
x

f I f x f a
→+∞

 =
 

  

[إذا آ�ن  [,I a b=  أو  ] [,I a= [  أو  ∞+ [,I = −∞ [        أو         ∞+ [,I b= −∞  

[أو   ],I b= )�>$د  ∞− )f I ا������ G!�S.  



 

 

  .nدا�� ا�"-ر �5 ا����� 

nxا�$ا��  x֏ ( )* ,n x +∈ ∈ℕ ℝ 

 : � 0"� - أ
nxا�$ا��  x֏  X07)x +∈ℝ و*n ∈ℕ (%$�� ��#� %'2 ا�1"�ل��و� �'� �+ℝ.  
 : �#��K - ب
nxا�$ا��  x֏ 07 X)x +∈ℝ و*n ∈ℕ (5� =S���+ℝ �<�+ℝ.  

nxودا� �� ا�#�0,6 ه�  x֏  21,�ا�"-ر �5 ا����� دا�� وn.  
  
  

 : 5�n ا�����J��cd دا�� ا�"-ر   -Dـ

� 

nx y

y +

 =


∈ ℝ
  ⇔  

ny x

x +

 =


∈ ℝ
 

� =6�x 5�+ℝ ���$� :  ( )n
n x x= 

� =6�x و'x 5�+ℝ ���$� : 
'x x=    ⇔  'n nx x=  

'x x≻    ⇔  'n nx x≻  
  

  : 5�n ا����� ا�#1'�0ت %'2 ا�"-ور  -  د
560�m وn 5� 5����%*

ℕ  وa وb 5� 5د�$%+ℝ .���$� :  

�         
nm mn a a=  �      

.n m n ma a=  

  �  .n n na b ab=    �  ( )m
n mn a a=  

�  

n

n
n

a a

bb
=  X07  0b ≠.  

  
  

  )���ه��(  : nا���ل و����� ��آE دا�� ودا�� ا�"-ر �5 ا�����   -هـ

)�9ن ا�$ا��  Iدا�� ����D و� �'� %'f 2إذا آ��)*   )nx f x֏  2'% �Aأ� �'� �I.  

)�9ن ا�$ا��  �l  ��0x���D و���= ����� fإذا آ��)*   )nx f x֏  ا������ =���n l   ��0x.  

)�9ن ا�$ا��  ∞+�Vول إ�f  2إذا آ��)*   )nx f x֏  2ول إ�V�+∞.  

 
  

  ا���ة ا�"-ر�� �#$د ��ED ��#� - و
  *K��#� :  

560�a و �#�� ��D�� �0�0�7 دا$%r �0 ��#$مB ر��-D دا$%.  

ه� ا�#$د  raا�#$د 
q pa    X07

p
r

q
p*و      = ∈ℤ    و   

*q ∈ℤ  

 �,21 ا�#$د
ra  ة ا�"-ر�� �'#$د�ا��a  سWذات اr.  

  
  : �0ت %'2 ا���ى ا�"-ر��1%'*  

560�a وb 5� 5د�$% 
*
+ℝ  وr  و'r 50ر�-D 5د�$% .���$� :   

' '.r r r ra a a +=  ,   ( ) ' . 'rr r ra a=  ,  
1 r

r
a

a
−=   ,   '

'

r
r r

r

a
a

a
−=   ,   ( ).

rr ra b ab=   ,   
rr

r

a a

b b
 =  
 

  

 



 

 

  
  
 
 

  ذ ا�����      www.0et1.comاO �� ق
II- ق�� O_� �'Sا�$وال ا��� 
  
 دا�� �� ����اO ��ق  : 1

  : �#��K - أ

إذا آ��) �'$ا��   0xأ��� ��O_� �'S ��ق ��  �0x#��� %'2 �"�ل �! �ح ��آ��  ��f�ل %5 دا��
( ) ( )0 0f x h f x

h
h

+ −
֏  �����

l  ��0  .#دا�$l ا��$'� h i121 ا�#$د ا�,�f ��0x ب [� �) : و��� )0'f x  أو
df

dx
  E 6و� :  

( ) ( ) ( )0 0
0 0

' lim
h

f x h f x
f x

h→

+ −
=  

 �0!�j ا�$ا�� ا�( ) ( )0 0' .h f x h f x+֏   21,�ا��$'� �b�11�0 ا�!�j ا�$ا�� ا�f ��0 ا�����x.  

  
  

 : ���ه�� - ب
  : �#��� �� �"�ل �! �ح ��آ�� ا��!� ϕ X0<Sودا�� aإذا و��* إذا وD$ %$د O_� �'S��0x ��0�7 ��ق �� f�6�ن دا��

( ) ( ) ( )0 0 . .f x h f x a h h hϕ+ = + )و      + )
0

lim 0
h

hϕ
→

=  

)ه� ا�#$د ا�a  h i1ا�#$د )0'f x.  

  
  : ���ه��  -Dـ

  . � ���9�0x�O_� �'S��0x �� �' ��ق �� fإذا آ��) دا��

  
2  :  %'2 ا�5010، اO ��ق %'2 ا�0,�ر O ��قا

K��#� :  
]�#��� �� �"�ل %'��f  =6O 2�ل %5 دا�� [0 0,x x α+  ( )0α إذا آ��) ا�$ا��  0xإ��� ��O_� �'S ��ق %'2 ا�5010 �� ≺

( ) ( )0

0

f x f x
x

x x

−
−

֏  ����� =���l  �� 50100%'2 ا�x.  

�.  %'2 ا��f  ��0x 5010,21 ا�#$د ا�h i1 �'$ا�� lا�#$د ����S [� �) : و�1 )0'df x  

E 6و� :    ( ) ( ) ( )
0

0

0
0

0

' limd
x x
x x

f x f x
f x

x x→

−
=

−
≻

  

  .%'2 ا�0,�ر �0x#�ف C1��S= اO ��ق �� 

 
3 : �� i1و%1'�0ت %'2 ا�$وال ا� �� i1ا�$ا�� ا� 

 : �#��K - أ
  

  .Iإذا آ��) ��O_� �'S ��ق �� آ= ���� �O_� �'S��I  5 ��ق %'2 �"�ل ��f�ل إن دا��

) : ا�$ا�� )' : 'f x f x→  5�I  �<�ℝ ا��$'� �� i121 ا�$ا�� ا�,�f 2'%I.  

 : � ـ�Td - ب
9�fن ا�1"1�ع  ��0x  دا� O_� 50 'S�� 50 ��ق gو fإذا آ��)  : �i �� ا�1"1�ع*  g+ ق�� O_� �'S�� 0 �� دا��x    

)      : و�$��� ) ( ) ( ) ( )0 0 0' ' 'f g x f x g x+ = +  

f.�9ن ا�"$اء  O_� 50 '0x ��ق �� دا� g S�� 50و fإذا آ��) : �i �� ا�"$اء*  g ق�� O_� �'S�� 0 �� دا��x    



 

 

)         : و�$��� ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0' ' . . 'fg x f x g x f x g x= +  

   O_� �'S�� �� 0x ��ق fλ %$دا �0�0�7 �9ن ا�$ا��λوآ�ن 0xدا�� ��O_� �'S ��ق �� fإذا آ��)*       

)               : و�$��� ) ( ) ( )0 0' . 'f x f xλ λ=  

)و�>�O_� �0x  h ��ق ��دا�� ��f 'Sإذا آ��) : �i �� ا��1'�ب*  )0 0f x �9ن ا�$ا��   ≠
1

f
  O_� �'S��0x ��ق �� 

)                            : و�$��� ) ( )
( )( )

0
0 2

0

'1
'

f x
x

f f x

 
= − 

 
  

)وآ�ن  0xدا� O_� 50 'S�� 50 ��ق ��  gو fإذا آ��)  : �i �� ا��nرج*  )0 0g x �9ن  ≠
f

g
  O_� �'S��0x ��ق ��  

)      : و�$��� ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

0 0 0 0
0 2

0

' . . '
'

f x g x f x g xf
x

g g x

− 
= 

 
  

  
 �i ��ت p#S ا�$وال ا% �0د�� : 4

( )'f x  ( )f x  

0 ,λ λ ∈ℝ  

1  x  
1nnx −

  
nx  

2

1

x
−  

1

x
  

1

2 x
  x  

cosx  sinx  

sinx−  cosx  
21 tan x+  tanx  

( ) ( )1
. . '

n
n u x u x

−
    ( ) n

u x    

 �i �� دا�� ��آ�� : 5
  : ���ه��

[��O_� �'S ��ق %'2 ا�1"�ل  fإذا آ��) ا�$ا�� [,a b وآ��) ا�$ا��g  5� ���� =ق �� آ�� O_� �'S��] [( ),f a b  9ن ا�$ا�� ا��1آ���

g fο  ق %'2 ا�1"�ل�� O_� �'S��] [,a b ه� �� � iو� :   

( ) ( )' ' .g f g f fο ο=  

)      :�$��� 6�x  5�I=  : أي ) ( ) ( )( ) ( )' ' . 'g f x g f x f xο =  

  
 i �� ا�$ا�� ا���0,6# : 6

 : ���ه�� - أ
56 �f  '� ور���0 ��#� �� ا�1"�ل�دا�� � [ ],a b.  

[��O_� �'S ��ق ��  fإذا آ��) [,a b  �� i1وآ��) دا� �� ا�'f 1f��#$م �9ن ا�$ا�� ا��0,6#   �� ا�1"�ل  ��O_� �'S ��ق −

( ) ( ),f a f b     ) أو( ) ( ),f b f a   .  (���$و� :  

( ) ( ) ( )( )
1

1

1
'

'
f x

f f x
−

−
=  

 : ���ه�� - ب

)n  X07دا�� ا�"-ر �5 ا����� )( )nf x x=  ق �� ا�1"�ل�� O_� �'S��]   : و�i � �� ه� ∞+,0]



 

 

( )
1

11
' nf x x

n

−
=  

 *�0I�J:  

 56 �f وg  ن�6� X0<S 50 0دا�g )و   ≺ ) ( )
1

nf x g x=     

)          : أي   ) ( )nf x g x=  

   : ��O_� �'S ��ق و�$��� O_� �'S��f ��ق �9ن gإذا آ��)

      ( ) ( ) ( )
1

11
' . 'nf x g x g x

n

−
=     

 *�0I�J :  

9�rxن ا�$ا��  ℚ*�� �1 إ�r 2إذا آ�ن x֏  2'% ق�� O_� �'S��] )  : و�$��� ∞+,0] ) 1'r rx rx −=  

  
  : D$ول p#S ا�i1 ��ت  -Dـ

  �i � ��  ا�$ا�ــــ�

( )( )f g x ( )( ) ( )' . 'f g x g x  

( )1f x−  ( )( )1

1

'f f x−
  

*,rx r ∈ℚ  1. rr x −
  

( ) *,
r

f x r ∈   ℚ  ( ) ( )1
. . '

r
r f x f x

−
    

    

  
 : ا�i1 ��ت ا�1  ���0 : 7

K��#� :  
[��O_� �'S ��ق �� ا�1"�ل fإذا آ��) ا�$ا��*   [,a b  وآ��) ا�$ا��'f 2'% ق�� O_� �'S�� ��,!� ه�] [,a b  �� i19ن دا� �� ا��  

  .f"  : و�f E 6�,21 ا�$ا�� ا�i1 �� ا��0��C �'$ا�� 

أو  
2

2

d f

dx
)أو     )2f.  

  .إذا آ��) ه-� ا�i1 ��ت ��D�دةSf�!� %��� �#�ف aD� ��S ا�$وال ا�i1 �� ا�1  ���0 �$ا��*  

    
( ) ( ) ( ) ( )( )3 1" ',..., 'n nf f f f −= )و        = )" ' 'f f=  

)ا�$ا�� )nf  ���5 ا��� �� i121 ا�$ا�� ا�,�n ا��$'�f  2 ا�1"�ل'%] [,a b.  

  
8 : �� i1رة ا�$ا�� ا��Oدا�� وإ �S��ر 

 : ���ه�� - أ
56 �f �'� � 2 ا�1"�لدا��'%[ ],a b ق �� ا�1"�ل�� O_� �'Sو��] [,a b.  

)إذا آ�ن �$���  )' 0f x ≻ =6�x  5�] [,a b 9ن�f ا�$�� ��#� %'2 ا�1"�ل�]�6�ن � ],a b.  

)إذا آ�ن �$��� و )' 0f x ≺ =6�x  5�] [,a b 9ن�f �0 ��#� %'2 ا�1"�ل�ن �����6�[ ],a b.  

  
 : ���ه�� - ب

56 �fق ��  دا���� O_� �'Sا�1"�ل��] [,a b 560و�c 5� ا���%] [,a b.  

)إذا آ�ن  � )' 0f x ≻ =6�x  5�] [,a c و( )' 0f x ≺ =6�x  5�] [,c b 9ن ا�$ا���f �� �0�,� ����� �10� ��� ن�6�c. 

)إذا آ�ن  � )' 0f x ≺ =6�x  5�] [,a c و( )' 0f x ≻ =6�x  5�] [,c b 9ن ا�$ا���f �� �0�,� ���ن ��� ��10 د��6�c. 

  
 ا� �#� و��* ا�#��ف : 9

 : �#��K - أ



 

 

 [D�� �#�� [� 0= �����0 �$ا�� إنC1� 5% ل����<�  ��D�1ا� E0�راWا�1"�لا ��] [,a b  ���� =إذا آ�ن ا��11س �� آ( )( ),x f x 

  .��D$ �>) ا� 0C1= ا����0�1
 [D�� ��#�� ل إن�و���ا�,���� إذا آ�ن ا��11س �� آ= ����  �> E0�راWا( )( ),x f x ���0�10= ا�C1 ق ا��� $D��.  

( )fℓ  

  
  
  
  
  

    
  

          c                  b                 a    

�#��( )fℓ 2 ا�1"�ل'% ��D�1ا� E0�راWإ�2 ا [D��[ ],b c.  

�#��( )fℓ ا�,���� %'2 ا�1"�ل E0�راWإ�2 ا [D��[ ],a b.  

 : ���ه�� - ب
56 �f ق�� O_� �'S�� دا��  

 .��D] �>� اWرا�E0 ا�,���� f������0 �9ن ��#� ��>�f 2'دا� �� ا�i1 �� إذا آ��)  �
�ا�$�� �9ن ��#� ��>�2 �� �� i1إذا آ��) دا� �� ا�f ��D�1ا� E0�راWا �<� [D��. 
 
  : ���ه��  -Dـ

56 �f 50��� ق�� O_� �'S�� دا��.  
� ��Cا� �� i1�0إذا آ��) ا�$ا�� ا�"f2�<�� �#�� 9ن� �#�� ����bf ����,ا� E0�راWا �<� [D��. 
� �0��Cا� �� i1إذا آ��) ا�$ا�� ا�"f2�<�� �#�� 9ن� �#�� ��D��f ��D�1ا� E0�راWا �<� [D��. 
 
 : �#��K -  د

56 �f ق  و�� O_� �'S�� دا��( )( )0 0,P x f x ���� ���0�10'�� ا�C1� 5�.  

)f 501� 5%إذا آ�ن ��#� ��>�2 )( )0 0,P x f x 5 �,�ر% ��#� � �!��n�( )( )0 0,P x f x  

)�9ن ا�����   )( )0 0,P x f x 21 ���� ا�#��ف,�.  

  
  :���ه��   -هـ

56 �f 50��� ق�� O_� �'S�� دا��.  

)�6�ن ا����� )( )0 0,P x f x �0��Cا� �� i1ا�#��ف إذا و��* إذا آ��) ا�$ا�� ا� ����"f �� 0��#$مx ���ر�Oو�\�0 إ.  
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  ذ ا�����  www.0et1.comا�$وال ا�#$د��
III- �0ات دا�� %$د��\� �bدرا 

�0d���_ا�!�وع ا�  
1 : Kـ��#� : 

56 �f د�� ودا$% ��( )fℓ  ه���<��]'#� ��( ), ,O i j
	 	

.  

)���ل إن )fℓ 50 0�� �0 �� ا�>�� 50 ا�d���  �%�� =��� :  

� ( )f x ولV� ��$�% �0� �� ����� 2ول إ�V�x  2أو ∞+إ�−∞. 

� ( )f x ولV� ��$�% �0� �� �0B ����� 2ول إ�V�x 20إ�x 20أو إ�x 20%'2 ا�5010 أو إ�x2أو إ�2  ∞+إ�2 ا�0,�ر أو إ�−∞. 

  

2 : =0I��Wر ا�ازي �1>�ا���1رب ا�1 : 
yا�1, �0[ ذو ا�1#�د��  b= 2�<�1� رب���f ���$� إذا و��* إذا آ�ن :  

    ( )( )lim 0
x

f x b
→+∞

− )  وأ       = )( )lim 0
x

f x b
→−∞

− =  

)          أي )lim
x

f x b
→+∞

)          أو       = )lim
x

f x b
→−∞

=    

  
    P           b  

          ( )f x  

       M  
  
  

   x  

( )PM f x b= −  

PM ولV� ��$�% �!�ول إ�2 ا�V�x 2إ�+∞.  
yا�1, �0[  b= 2�<�1� رب���f ار�"S+∞.  

  
    P  

  
   b  
  

M  
     x  

( )PM f x b= −  

PM ولV� ��$�% �!�ول إ�2 ا�V�x 2إ�−∞.  
yا�1, �0[  b= 2�<�1� رب���f ار�"S−∞.  

  
3 : =d�1ا���1رب ا� : 

Kــ��#� :  
)$��� إذا آ�ن � ) ( )f x ax b xϕ= + )و   + )lim 0

x
xϕ

→+∞
0aو   = )�9ن ا�1, �0[  ≠ )D  [ ا�-ي �#�د�y ax b= +  21,�   

2�<�1'� _d�� �S�10 ���ر� ,�( )ℓ ا��$'�f.  

  : ���ه��
yا�1, �0[ ذو ا�1#�د�� ax b=   : إذا و��* إذا �>��) إ7$ى ا�#��ر�50 ا� �����f 50 0رب ��1>�2 دا�� +



 

 

 *( ) ( )f x ax b−   ).∞−أو إ�2 (  ∞+إ�V� ��$�%x 2ول  V�0ول إ�2  +

 *
( )f x

x
)و)  ∞−أو إ�2 (  ∞+إ�V� ��$�%x 2ول V�aول إ�2  )f x ax− 2ول إ�V�b ولV� ��$�%x 2أو إ�2  ∞+إ�−∞.(  

  

( )fℓ  

  
  
  
  
  
  

     ( )' ' 'y a x b∆ = +    

    ( ) y ax b∆ = +  

(   .∞+S"�ار ���fرب ��1>�2 �, �0[ ∆(

(   .∞−S"�ار ���fرب ��1>�2 �, �0[ ∆'(

  
4 : E0�راWر ا�ازي �1>�ا���1رب ا�1 

�#�Kــ� :  
0xا�1, �0[ ذو ا�1#�د��  x= 2�<�1� رب���f (إذا و��* إذا آ��( )f x  2ول إ�V�+∞  ) ول) ∞−أوV� ��$�%x 20إ�x   

  ).أو %'2 ا�0,�ر( %'2 ا�5010 
         0x x=  

  
  

  

         ( )fℓ  

  

              0x  

  

  

  
  

 ا�"�� ا���1رب : 5
56 �f X07 دا�� %$د��( )f x 2ول إ�V�+∞  ) 2أو إ�−∞ (ولV� ��$�%x  2إ�+∞  ) أو−∞.(  

إذا آ��) *  
( )f x

x
 ]ها�"� ��%� ���9�f  =��� �01"'O ���ل إن ��>�2) ∞−أو (  ∞+إ�V� ��$�%x  2ول) ∞−أو (  ∞+�Vول إ�2  

  ).∞−أو (  ∞+�>�ر اWرا�S E0"�ار 

إذا آ��) *  
( )f x

x
  ]ها�"� ��%� ���9�f  =��� �01"'O ���ل إن ��>�2) ∞−أو (  ∞+إ�V� ��$�%x  2ول  V�0ول إ�2  

  ).∞−أو (  ∞+�>�ر اS =0I��W"�ار  

إذا آ��)  •
( )f x

x
V�0aول إ�2   )و  ≠ )f x ax−  2ول إ�V�+∞  ) أو−∞ (ولV� ��$�%x  2إ�+∞  ) أو−∞ (

y] ا�1, �0[ ذي ا�1#�د�� ها�"� ��%� ���9�f  =��� �01"'O   ���ل إن ��>�2 ax=  ار�"S+∞  ) أو−∞.( 
 
 
  
  

  



 

 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  
6 :  �b0ا� ا�!�وعدراd���_� 

  : ��n�ات ا� ��0ا��$را�b ��ع ����d �561 ا���ع *  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  
  

  

  

�S� �6ن آ��S إذا آ�ن( )f x  =6O 2'%( ) ( )f x ax xϕ= +  X07ϕ  h�<� دا�� %$د��( )lim
x

x bϕ
→∞

=   $�$<� 561� [�9�

   : �#�د�� ا�1, �0[ ا���1رب آ�1 �'�
E 6�( )f x ��� 6= ا�i2 ا�'% :   

( ) ( )( )f x ax b x bϕ= + + −  

yو��] �9ن  ax b=   .�1f>���1��2رب  اه� �#�د�� +

)  Wن )( )lim 0
x

x bϕ
→+∞

− =  

  ��01[ درا�b دا��
 : ات ا� ��a� ��0 ا��n� �f$را�b و��01[ دا��%$د��

  .`[ �>$�$ �"1�%� ا�$را1"� $�$<�f �b�K��#� �%    -أ )1
إذا آ�ن ذ��v wور�� ( %'2 آ= �"�ل �5 �"�ت �"1�%� ا� #��b�S K #�1ل ا�$ا�� ا�f  �� i1درا�b ��>2 �\�0ات ا�$ا��  -ب

  ).O ��ق��f _� �'Sوإذا آ��)
  .ا�$را�b %�$ �>$ات �"1�%� ا� #��D-  Kـ
 .�'c0n ا�� �D �� Td$ول �' \�0ات -  د

2( 2�<�� ]b�� وإذا أرد�� أنf �'� �� K0A� ���9� : 
  .درا�b ا�!�وع ا�_����0d - أ

 ).إذا آ�ن ذ��v wور��( درا�b ا� �#�  - ب
 ...)� �1`_ت ا��b�11ت أو أ���ف ا��b�11ت �� ��* �I�J ا( رb[ ا�a� 2�<�1 ذآ� �0I�J p#S�] ا���$�0b  - ج

www.0et1.com 

ا�"�� ���رب ه� 
ا�"�� �>�ر 

=0I��Wا 

( )
lim 0

f x

x
=  �>$�$ ا������ 

( )
lim

f x

x
 

( )
lim

f x

x
= ∞ ا�"�� ���رب ه�  

ا�"�� �>�ر 
WاE0�را 

( )
lim

f x
a

x
=  

0a ≠  و 

 �>$�$ ا������
( )( )lim f x ax−( )( )lim f x ax− = ∞  

ا�"�� ���رب ه� 
ا�"�� 

yا�1, �0[ ax= 
( )( )lim f x ax b− =  

�, �0[ ���رب 
�#�د� ] 

y ax b= + 


